
Théorème de Dirichlet faible : francium 1 p . 135 62- 120-121-141
Gourdon p - 91

Peur n≥ 1- ; il exint une infinité de montres pruniers de la ferme :

p = ton + 1- ; de 1N
.

Notations :* de = ✗ - I ; ton = Û ( ✗ - e
"""" )

; n≥ 2
( nième polynômel= De

la n = 2

cyclotomique) ①

* Un = { racines ni
à

de l'unité { *
un = { racines nièmes primitives de

l' unité } .

* w = edith

démonstration : •) Montrons
que ✗

^

- t = Qd

on a d' une part : ✗
n
- l = È ( ✗

- e

""" ) = Eun ( X - S )
d' autre part , par définition : den 1×1 = T H - S )

Çetin ordrede Wh
✓

Si St Un ,
alors 7kf /NI 5 =

Wk et on a : d :-. IWH In .
Gourdon

Comme (ut ) d = 1- alors uh c- Ud et comme lui / =D alors wʰ£µd
Finalement : Un = W µd done X " - IÎTT H - S ) = Qd

dln dla Seyd

• ) Montrons par récurrence sur n ≥ 1 que ton C- Zen . Gordon

* HI - X - I E ZEN

* on suppose le rinel lat vrai jusqu' à un rang n - l ≥ 2

Par hypothèse de récurrence : f- del E Z ex] .
er X' - t = 0hr41 PHI

den
Comme P est unitaire ; on peut effectuer la division euclidienne de ✗ ^ - 1

peu
P dans I ex]②: 7-Q

,
RE IEN / ✗

n
- l

= PQI-RANeedeglk.tl deg ( P)

Par unicité du couple dans ICCXJ donc dans ZCD : R = 0 ; Q = ton C- ZED .

•)ÊÏbâÎ
que pour p panier .

si ta c- Z / pldnlal.pt della ) par
dt { diviseurs stricts de n } alors 76E /NI p = dntl .

Si plolnlal alors plan _ l'ËÎÛÎ
,
dans & /pz)

•

,
à⇒ Gp done làlln

Montrons que
là / = n .

Soit dln / d Ln ; on a ,
dans Zbz :



àd - T
= À dotal et d' Id = > d' In

Pan hypetuik : delà -1-0 et tourne ②fret et un corps ,
alors Ia delà =P

there àᵈ ≠ à done là / = n . jeudi#pk)
*)

Par le ttrioéme de Lagrange : n=/ a- Il p - I done Ht IN I
p
-1^+1

fait Dit
• ) Conclusion : Supposons par llabtrvdl qu'il n'existe qu' un nombre

fini de nombres pruniers de la permet?Êtes notr pa , . . .

,pq .

Posons N = n x pa . . . pq et trouvons p premier et a c- Z / p tonta )

et p ✗ ☒y
deal . Dans ce cas

, on dura : p ⇒ en] c'est à dire

p = bout l > ma✗ ( pt , . . , pq ) et p = l en]
,
ce qui sera une contradiction

.

On note D= T Old . on cherche p premier et a C-
Il p / Qntal

DIN
MLN

et p ✗ Blat

Beton sont sondés sur E et n' ont aucune racine en columen donc

ils sont pruniers entre eux dans ☒ E)③ .

Il existe dou V. VE ☒ ex]

tel que VONT VB = 2 .

De plus ,
ne prenant à ppcm ( dénominateurs de coefficients de Vet v)

alors U
'
= a V et V '

= av sent dans Zen

on peut même choisir a tel que Hal -1-0,1 , -1 .

on adore ce = Vallorbe / + KalBla ) (* )

soit ppeuuiu / p / Qalat alors plan -1 .
dans Dpz , a-

•
= T

done à c-☒pk )
-
dare a ap = 1

Si pl Blat alors pla par là ,
ce qui est exclu .

done p ✗ 4- della) et PIONKI done par le point précédent : p =L en
DIN
DLN

Ce qui est la contradiction recherchée Des



① Gourdon a dit que meth est une racine primitive de l'unité

si n engendre le groupe multiplicatif Un

fait w = edit" de sorte que Un = < w> alors
µ = { uh , 1 Eh ≤ n - l / kan = ' }

p.to : G cyclique d' ordre n ; G-- La) alors <ah> = G ⇐ , han = 1

En effet : ( ah> = G ⇐ , 7- of IN / ah• = a ⇐ ,
ah" " = sa ⇐ ,

n l hv - t ⇐ , tu ne C- Il hv - t = u -
n ⇐ , kan = 1

par Bezout

② Gandon
p

. 54 Soit A anneau Lauru unitaire .
Si CDIBIE d-✗

alors 70, ,
R EAU] / A = BQTR ; deglet < deg IBI

Si de plus d- est intègre : le couple est unique .

Ex : d-=D lorsque
CDCBI C- { ± 14 .

③ les potes sont à coeff entiers doe rationnels et le PGCD est mariant

peu
extension de corps / llalgo d'Euclide s'écrit de la meme façon dans

Genet ☒eis)


